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33 面積（2） 
基本問題 & 解法のポイント 

55 

(1) 

解法 1 

 2xay = より， 422 xya =  ・・・① 

 2yax = より， 223 yaxa =  ・・・② 

 ①を②に代入すると， 43 xxa = すなわち ( ) 033 =- axx  

 よって， ( )( ) 022 =++- aaxxaxx  

 これと 0
4
3

2
2

2
22 >+÷

ø
ö

ç
è
æ +=++ aaxaaxx より， ax ,0=  

 よって， ( ) ( ) ( )aayx ,,0,0, =  

解法 2 

 2xay = と 2yax = より， ( ) 22 yxxya -=- すなわち ( ) 022 =-+- yxayx  
よって， ( )( )( ) 0=+++- ayxyxyx  

また， 02 ³= xay ， 02 ³= yax ， 0>a より， 0>++ ayx  
よって， yx =  

したがって， 2xax = から， ( ) ( ) ( )aayx ,,0,0, =  

(2) 

2xay = と 2yax = は xy = に関して対称だから，
a
xy

2
= と xy = で囲まれた部分の面積は

2
3  

よって，
2
3

0

2
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-ò

a
dxx

a
x  

これと 

( )

6

6

1

2

3

00

2

a
a
a

dxaxx
a

dx
a
xx

aa

=

=

--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- òò

　　　　　　

　　　　　　  

より， 

2
3

6

2
=

a
 3=\a  ( )0>a  
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 参考図 
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問題 A 

196 

(1) 
 共有点の x座標は xpx sin2sin = を満たすから， 

 ( ) 0cos2sinsincossin2sin2sin =-=-=- pxxxpxxxpx  

 
2

cos,0sin pxx ==\  

 0sin =x の解は
2

0 p
££ x より， 0=x  

 よって，原点と異なる共有点の x座標a は
2

cos p
=a を満たす。 

 ゆえに，
2

cos p
=a  

(2) 
 1C と 2C のグラフを描くと下図のようになる。 
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1C と x軸で囲まれた領域の面積は 12cos
2
12sin

2

0

2
0

=úû
ù

êë
é-=ò

pp

xxdx  

よって， ( )
2
1sin2sin

0
=-ò

a
dxxpx  

これと 

( )

( )

1
4

1
22

1coscos
2
1coscos21

2
1

2
1cos2cos

2
1

cos2cos
2
1sin2sin

2

2

2

2

00

+-=

+-×+÷
ø
ö

ç
è
æ-=

+-+-=

-+++--=

-++-=

úû
ù

êë
é +-=-ò

pp

pppp

pp

pp

pp

xpxdxxpx

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

aa

aa

aa

aa

 

 より， 

2
11

4

2
=+- pp

 すなわち ( ) 024
4
1 2 =+- pp  0242 =+-\ pp  

これと， 1
2

cos0 £=<
p

a すなわち 20 £< p より， 22 -=p  
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197 
 面積を ( )tS とおく。 

0=t のとき 

  
ïî

ï
í
ì

³+

£+

1

1
22

22

yx

yx
の表す領域の面積だから， ( ) 00 =S  

 1=t のとき 

  
ïî

ï
í
ì

³+

£+

1

0
22

22

yx

yx
の表す領域の面積だから， ( ) 01 =S  

 10 << t のとき 

  ( ) 222 1 tytx -=+- と 122 =+ yx の共有点の座標を求める。 

  ( ) 222 1 tytx -=+- を展開し整理すると， ( ) 02122 =---+ txtyx  

  122 =+ yx より， 0122 =-+ yx だから， ( ) 0=- txt  よって， 0¹t より， tx =  

  これより， 21 ty -±=  

  よって，
( )
ïî

ï
í
ì

³+

-£+-

1

1
22

222

yx

tytx
の表す領域は下図斜線部（境界線を含む） 
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( ) ( )
ò --

-
=\

1 2
2

12
2

1
t

dxxttS p  

これより， ( ) 212 tttS -+-=¢ p  

  ( ) 0=¢ tS の解，すなわち 012 2 =-+- ttp の解を求めると， 

  tt p=- 212 より， ( ) 22214 tt p=- すなわち ( ) 4422 =+pt  
4

2
2 +

=\
p

t  ( )10 << t  

  したがって， ( )tS の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) //

/0/

1
4

20
2

¯­
-+¢

+

極大tS
tS

t 
p

 

 以上より， 

面積が最大になるときの tの値は
4

2
2 +p
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(1) 

 
( )

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +

a
et

ta 2
, を接点とする接線の方程式を求めると， ( )2+=¢ xaey より， 

( ) ( )
( )

a
etxey

ta
ta

2
2

+
+ +-=  

接線 lは原点を通るから， ( ) ( )
( )

a
ete

ta
ta

2
2 00

+
+ +-=  すなわち

( )
( ) 01

2
=-

+

at
a

e ta
 

a
t 1
=\  

ゆえに， xey a 12 +=  

(2) 

 Sは下図斜線部の面積だから， 
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(3) 

( )
2

2

2
2
a
eeS

a-
= を aで微分すると， 

( )

( )
3

2

4

222

2

2

2

2

12

22
2

2

2
2

2
2

a
aee

a
aeaee

a
ee

a
eeS

a
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a

a

-
×-=

×-×
×

-
=
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è
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þ
ý
ü

î
í
ì -

=¢

　　

　　

　　
 

 よって， 0>a における Sの増減は次のようになる。 

 

­¯
+-¢

極小/
0/
10

S
S
a 

 

 よって， 1=a のとき Sは最小値
( )

2
2 2ee -

をとる。 
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(1) 

 ( )
2
12 -+= naxxf ， ( ) xxg log= とおくと， 

 満たすべき条件は ( ) ( )pgpfq == かつ ( ) ( )pgpf ¢=¢  

( ) ( )pgpfq == より， pnapq log
2
12 =-+=  ・・・① 

( ) ( )pgpf ¢=¢ より，
p

ap 12 = すなわち
22

1
p

a =  ・・・② 

①の
2
12 -+= napq と②より，

2
1

2
1 2

2
-+×= np

p
q  nq =\  

 これと①の pq log= より， pn log=  nep =\  

 これを②に代入することにより， ne
a

22
1

=  

 以上より， ne
a

22
1

= ， ( ) ( )neqp n ,, =  

(2) 
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参考図 
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(1) 
 ( )1log += xy 上の接点の座標を ( )( )1log, +tt  ( )10 -££ et とすると， 

1
1
+

=¢
x

y より，接線の方程式は ( ) ( )1log
1

1
++-

+
= ttx
t

y  ( )10 -££ et  

1
1log

1
11

1
1

+
-

+
+-

+
=\

tt
x

t
y  ( )10 -££ et  

この接線は，条件より， baxy += と一致するから， 

1
1
+

=
t

a  ・・・① 

1
1log

1
11

+
+

+
+-=

tt
b  ・・・② 

①を②に代入し，整理すると， 1log --= aab  

また， aがとる値の範囲を求めると， 10 -££ et より， et £+£ 11  

よって， 1
1

11
£

+
£
te

 すなわち 11
££ a

e
 

したがって， 1log --= aab  ÷
ø
ö

ç
è
æ ££ 11 a
e

のグラフを図示すればよい。 

011 £-=¢
a

b  ÷
ø
ö

ç
è
æ ££ 11 a

e
 ， 01

2 >=¢¢
a

b  

より， 1log --= aab  ÷
ø
ö

ç
è
æ ££ 11 a
e

は下に凸で単調に減少する。 

 また， ( ) ( )0,1,1,1, ÷
ø
ö

ç
è
æ=

ee
ba  

 よって，次図のようになる。 
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(2) 
 ( )1log += xy は上に凸だから， ( )1log +³+ xbax  

 したがって，面積を Sとすると， 

( ){ } ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]
( ) ( ) ( )

( ){ } 12log21
2

1

11
2

1log21

11log11
2

21

1log1
2

1

1
0

1

0

---+×
-

=

--×
--+-

=

-++--×
+-

=

+--×
+-+

=

-

-

ò

aaee

eaaea

xxebea

dxxebeabS

e

e

　

　

　

 

よって， ( ) 2log21 --+ aae が最小となるとき面積も最小となる。 

ここで， ( ) ( ) 2log21 --+= aaeaf ÷
ø
ö

ç
è
æ ££ 11 a
e

とおくと， 

( )
a

eaf 21-+=¢ より， ( ) 0=¢ af の解は
1

2
+

=
e

a  

また， ( ) 0
1
11

1
2

>
+
-

=-
+ ee

e
ee

 

よって， ( )af の増減は次のようになる。 

( )
( ) 111

/0/

1
1

21

-­¯+

+-¢
+

e
e

af

af
ee

a

極小



 

ゆえに， ( )af は
1

2
+

=
e

a のとき最小値
2

1log2
1

2 +
=÷

ø
ö

ç
è
æ

+
e

e
f をとる。 

また，このとき 

( ) 1
2

1log1

1
2

1log2
2

1

-
+
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-
+

×
-

=

ee

eeS
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1log
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1log

+
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-
+

=

-
+

+
+

=

--=

e
ee

e
e

aab

　

　  

 以上より， 

 ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-

-
+

+
=

1
1

2
1log,

1
2,

e
ee

e
ba のとき，面積は最小値 ( ) 1

2
1log1 -

+
-

ee をとる。 
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参考図 
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(1) 

 楕円 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

は x軸および y 軸に関して対称だから，求める面積は 0,0 ³³ yx と

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

で囲まれた部分の面積を 4 倍したものである。 

解法 1 

 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

は ( )22
2

2
2 xa

a
by -= と変形できるから， 0³y を満たすの部分の方程式は， 

22 xa
a
by -= である。 

よって，求める面積は òò -=-
aa

dxxa
a
bdxxa

a
b

0

22

0

22 44  

ここで， ò -
a

dxxa
0

22 は 22 xay -= （ ax ££0 ）と 0,0 ³³ yx で囲まれた部分の面積

すなわち円 222 ayx =+ と 0,0 ³³ yx で囲まれた部分の面積だから，
4

2

0

22 adxxa
a p

=-ò  

ゆえに， 

ab

a
a
b

dxxa
a
bdxxa

a
b aa

p

p

=

×=

-=- òò

　　　　　　　　

　　　　　　　　
4

4

44

2

0

22

0

22

 

補足： ò -
a

dxxa
0

22 の別解 

 qsinax = とおくと， qq dadx cos= ， 00,
2

=Þ==Þ= qpq xax より， 

4

2
2sin

2

2
2cos1

cos

2

2

0

2

2
0

2

2
0

22

0

22

a

a

da

dadxxa
a

p

qq

qq

qq

p

p

p

=

úû
ù

êë
é +=

+
=

=-

ò

òò
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(2) 

求める面積は Sab -p である。 

Sを求める。 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ・・・① と 1
2

2

2

2
=+

a
y

b
x

 ・・・② の共有点の座標を求めると， 

① -´ 42ba ② 24ba´ より， ( )( ) ( )222222222 abbaxabab -=+-  

ba ¹ より，
22

22
2

ba
bax
+

=  これを①に代入し，整理すると，
22

22
2

ba
bay
+

=  

よって， ( )
÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ

++
±

÷
÷
ø

ö

ç
ç
è

æ

+
±

+
±=

22222222
,,,,

ba

ab

ba

ab

ba

ab

ba

abyx   

  これと①と②の対称性から， 
Sは xyyx £³³ ,0,0 および②で囲まれた部分の面積の 8 倍である。 

また，②の 0³y の部分は 22 xb
b
ay -= と表せる。 

よって， 

ò

ò

+

+

-+
+

=

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-+

+
×

+
×=

b

ba

ab

b

ba

ab

dxxb
b
a

ba
ba

dxxb
b
a

ba

ab

ba

abS

22

22

22
22

22

22

2222

84

2
18

　

 

ここで， ò
+

-
b

ba

ab dxxb
22

22 について， 

qsinbx = ÷
ø
ö

ç
è
æ ££-

22
pqp

とおくと， qcos22 bxb =- ， qcosbdx = ， 

bx = のとき
2
pq = ，

22 ba

abx
+

= のとき aq sinsin
22
=

+
=

ba

a
より， aq =  

よって， 

÷
ø
ö

ç
è
æ --=

úû
ù

êë
é +=

+
=

=-

ò

òò
+

2
2sin

22

2
2sin

2

2
2cos1

cos

2

22

22

2 2222

22

aap

qq

qq

qq

p

a

p

a

p

a

b

b
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dbdxxb
b
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÷
ø
ö

ç
è
æ

+
--=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
×

+
--=

÷
ø
ö

ç
è
æ --=

22

2

2222

2

2

22

22

cossin
22

ba
abb

ba

b

ba
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b

ap

ap

aaap

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　

 

よって， 

( )ap

ap

22
22

84

84

22

2

22

22

22
22

22

22

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
--×+

+
=

-+
+

= ò
+

ab
ba

abb
b
a

ba
ba

dxxb
b
a

ba
baS

b

ba

ab

　

　  

 ゆえに， ( )abSab pap -=- 4  

(3) 

 
Sab

SababT
-=

-+=
p

pp
2　

 

 および ST 2= より， Sab 32 =p  

 これと ( )ap 22 -= abS より， ( )app 262 -= abab  
3
pa =\  

 よって，
223

sin
ba

a

+
=

p  

 これより， 3
3

tan ==
p

b
a  

ゆえに，
3
3

=
a
b  
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 参考図 
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